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EINLEITUNG

UBER DIE AUFGABEN

Manchmal verbirgt sich hinter einem einfachen mathematischen Konzept eine eigene Welt.
Heute werden wir eine solch wunderbare Welt Uber einen sehr einfachen Zugang
entdecken. Beginnend mit einer Folge von Zahlen werdet ihr durch das Bilden von
Differenzen dieser Zahlen neue Folgen herstellen. Es scheint vielleicht zunachst, als ware
dies nichts Besonderes. Aber das tauscht: Wir werden dabei viel Spannendes entdecken!

ZUM TAGESABLAUF

Die Aufgaben des Mathematik-B-Tags sind zusammengesetzt aus Einfiihrungsaufgaben
und zusatzlichen, vertiefenden Aufgaben. Anders als im normalen Mathematikunterricht
musst ihr nicht alle Aufgaben |6sen. Die Schwierigkeit der Aufgaben variiert zwischen leicht
und schwer. Um euch den Weg zu erleichtern, gibt es zu einigen Aufgaben Hinweise zur
Vorgehensweise. Es ist ganz normal, dass ihr nicht alle Aufgaben I6sen werdet. Versucht
bitte trotzdem in eurer Ausarbeitung zu zeigen, was ihr probiert habt und wie weit ihr
gekommen seid - zum Beispiel mit Hilfe der Hinweise. Nachdem ihr genliigend Zeit mit
den EinfGihrungsaufgaben verbracht habt, solltet ihr eine oder mehrere der
weiterflihrenden Aufgaben auswdhlen, um das Thema zu vertiefen. Mit dem erfolgreichen
Lésen der vertiefenden Aufgaben kann sich euer Team besonders auszeichnen.

TEAMARBEIT

Das Besondere am Mathematik-B-Tages ist, dass ihr gemeinsam in Teams Mathematik
betreibt. Es kann daher sinnvoll sein, einen Zeitplan flir den Tag zu machen und die
Aufgaben untereinander aufzuteilen. Nutzt dabei die verschiedenen Starken eurer
Teammitglieder. Gebt allen die Méglichkeit, Ideen und Ausarbeitungen einzubringen. Ihr
kdénnt entweder zeitgleich an verschiedenen Aufgaben arbeiten oder euch zusammen ein
Problem anschauen und dieses diskutieren, um zu einer gemeinsamen Ldsung zu
gelangen. Bei einigen Aufgaben ist es sinnvoll, sich verschiedene Beispiele anzuschauen.
Auch das kann man gut im Team aufteilen.

HILFSMITTEL

Fir die Bearbeitung bendétigt ihr heute: einen Stift, genigend (Schmier-)papier, die
Aufgabenstellung, einen Computer oder ein Laptop, an welchem ihr eure Ausarbeitung
verfassen konnt, sowie eine Tabellenkalkulationssoftware (wie Excel oder Google-
Tabellen) oder eine Programmiersprache. Wir mdéchten euch davon abraten, das Internet
zu benutzen. Solltet ihr dennoch Online-Quellen nutzen, musst ihr die entsprechende
Quelle angeben (URL). Die Verwendung von ChatGPT oder vergleichbarer Software ist
nicht zulassig.

WAS MUSST IHR EINREICHEN?

Im Laufe des Tages erstellt ihr einen Bericht in digitaler Form. Ihr solltet nicht zu spat
beginnen, damit ihr diesen um 15 Uhr einreichen kénnt. In eurer Ausarbeitung beschreibt
ihr eure Uberlegungen und Ergebnisse zu den einzelnen Aufgaben. Formuliert eure
Lésungen Uberzeugend und deutlich in eigenen Worten.



Achtet bitte insbesondere darauf, die Arbeit als ein Gesamtdokument (bitte nicht
in mehrere Dateien aufgeteilt) im pdf-Format (max. 8 MB) abzugeben. Um eine
groBtmogliche Objektivitat bei der Korrektur zu gewahrleisten, erwdahnt bitte
eure Namen und den Namen der Schule nicht in eurer Arbeit.

Wir freuen uns Uber gut geschriebene, genaue, vollstédndige und sorgfaltig formulierte -
und sicher auch originelle und kreative Berichte. Sowohl der mathematische Gehalt eurer
Ausarbeitungen als auch die Qualitdt der Darstellung sind bei der Beurteilung
ausschlaggebend.

Ein paar Tipps zum Schreiben und zur Form des Berichtes:

- Es kann sinnvoll sein, mit dem Schreiben von Teilen der Ausarbeitung bereits am
Morgen zu beginnen.

- Formuliert so verstandlich, dass jemand, der nicht am Mathematik-B-Tag
teilgenommen hat (aber genigend Mathematik beherrscht), euren Text verstehen
kann, ohne dass er/sie die Aufgaben gelesen hat. Das bedeutet, dass Antworten
ausformuliert werden missen und ihr nicht auf den Aufgabentext zuriickverweisen
darft.

- Erforschungen und Begriindungen sind das Herzstlick des Mathematik-B-Tages.
Wenn ihr Begriindungen, Erklarungen und Erlauterungen erbringt, versucht diese
so oft wie mdglich mit mathematischen Argumenten zu unterstitzen. Je genauer
und detailliierter eure Argumentation ist, desto besser. Wenn ihr an einem
Sachverhalt noch Zweifel habt, kénnt ihr dies in eurer Ausarbeitung wie folgt
angeben: “Wir vermuten, dass...”.

- Verwendet Abbildungen, um eure Ideen zu verdeutlichen. Nutzt hier zum Beispiel
Bilder von Zeichnungen, die ihr gemacht habt, indem ihr Screenshots oder Fotos
von Abbildungen auf dem Papier einfiigt.



EINFUHRUNGSAUFGABEN

Angenommen, man hat eine endliche Folge ganzer positiver Zahlen: 7, 5, 1, 10. Dann
kann man eine neue Folge bilden, indem man die Differenzen zwischen
aufeinanderfolgenden Zahlen bildet: 7-5=2;5-1=4;1-10=-9; 10 -7 = 3, und
dann die Betrage der Differenzen betrachtet: 2, 4, 9, 3. Die letzte Zahl ist dabei der
Betrag der Differenz zwischen der letzten und der ersten Zahl. Wir nennen dies den
Differenzschritt.

Man kann dann den Differenzschritt auf diese neue Folge anwenden: Man erhalt auf diese
Weise: 2 -4 =-2;4-9=-5,9-3=6;3-2=1,undsomit 2,5, 6, 1. Wenden wir
dies noch einmal an, erhalt man die Folge 3, 1, 5, 1. Diese Folgen kann man auch
Ubersichtlich untereinander aufschreiben:

7 5 1 10
2 4 9 3
2 56 1
315 1

Wir nennen dies eine Reihe von Zahlenfolgen. Eine solche Reihe kann beliebig lang
werden, indem man jedes Mal den Differenzschritt anwendet.

AUFGABE 1 (NUR zuM AUSPROBIEREN)

a. Untersucht, wie es mit der Folge 7, 5, 1, 10 weitergeht, wenn der Differenzschritt
immer wieder angewendet wird.

b. Untersucht diesen Sachverhalt mit genligend anderen Folgen von vier natlrlichen
Zahlen (das heiBt aus der Menge 0, 1, 2, ... usw.) und formuliert eine Vermutung?
dariber, was passiert, wenn man den Differenzschritt oft genug durchfihrt.

Oben haben wir Folgen mit vier Zahlen betrachtet, oder anders gesagt: Folgen der Lange
4. Wir notieren n = 4. Ihr kénnt den Differenzschritt wiederholt auch auf Folgen beliebiger
Lénge anwenden, z. B. auch auf Folgen der Lange 3, wie zum Beispiel

NNDANOW
NONO O
ONNANR

c. Untersucht genligend Folgen der Léange 3 und formuliert eine Vermutung darlber,
was passiert, wenn ihr den Differenzschritt sehr oft durchfuhrt.

! Das bedeutet, ihr konnt das Vorzeichen der Zahl ignorieren.

2 Wenn wir euch bitten, eine Vermutung zu formulieren (und das werden wir spater noch
ofters tun), musst ihr euch noch nicht sicher sein, ob das, was ihr schreibt, auch wirklich
wahr ist. Beschreibt in euren Ausfihrungen, wie ihr auf eure Vermutungen gekommen
seid.
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Vielleicht seid ihr auf eine Folge gestoBen, die nach einer Reihe von Differenzschritten
ausschlieBlich zu Nullen fihrt. Wir sagen dann, dass die zugehoérige Reihe erlischt. So
erlischt beispielsweise die Reihe, die mit der Folge 4,9 (der Lange 2) beginnt:

o ul b
o Ul v

d. Beweist, dass jede Reihe von Zahlenfolgen der Lange 2 in zwei Schritten erlischt.

Wahrscheinlich seid ihr auch schon auf Folgen gestoBen, die mit einer Reihe von Zeilen
endet, die sich immer und immer wieder wiederholen. Wir sagen dann, dass die Reihe
zyklisch wird.?

Zum Beispiel wird die Reihe der obigen Folge 3, 9, 1 nach kurzer Zeit zyklisch: Sie setzt
sich wie folgt fort:

NONNON
ONNONN
NNONDNO

AUFGABE 2 (DAS LEBEN EINER REIHE VERLANGERN)

Fir die nachste Aufgabe koénnt ihr die Tabelle verwenden, die ihr als EXCEL-Datei zur
Verfligung gestellt bekommt. Ihr kénnt auch ein eigenes Programm in Python (oder einer
anderen Programmiersprache) dafiir schreiben.

a. Findet eine Folge der Lange n = 3, deren zugehdrige Reihe mdglichst viele Schritte
braucht, um zu erléschen oder zyklisch zu werden. Ihr kénnt die Zahlen von 1 bis
100 verwenden. Erklart, warum es keine Reihe geben kann, die mehr Schritte
bendtigt, um zu erléschen oder zyklisch zu werden.

b. Wiederholt die vorherige Aufgabe fir n = 4.

AUFGABE 3 (ERLOSCHEN ODER ZYKLISCH: EINES VON BEIDEN PASSIERT IMMER)

Wenn ihr die groBte Zahl in einer Zeile vor dem Differenzschritt mit der gréBten Zahl in
der Zeile nach dem Differenzschritt vergleicht, ist diese gleichgeblieben oder kleiner
geworden. Zum Beispiel:

6 8 0 2

2 8 2 4 (gleich
6 6 2 2 kleiner
0O 4 0 4 Kkleiner
4 4 4 4 (gleich
O 0O O O Kkleiner

3 Das Erloschen ist eigentlich ein Spezialfall des Zyklisch-Werdens, denn die Folge von
Nullen wiederholt sich.
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a. Erklart, warum die Zahlen in einer Zeile nach einem Differenzschritt nicht groBer
werden kénnen.

Das Ziel ist es nun zu beweisen, dass eine Reihe nach einer endlichen Anzahl von
Differenzschritten erléscht oder zyklisch werden muss. Dies geschieht durch einen Beweis
durch Widerspruch: Das bedeutet, dass man eine Aussage dadurch beweist, dass man
zeigt, dass die verneinte Aussage zu einem Widerspruch fihrt und dadurch falsch ist. Wir
nehmen also zundchst an, dass die Reihe einer gegebenen Folge weder erléscht noch
zyklisch wird. Dann darf in der gesamten unendlichen Reihe keine Zeile mehr als einmal
vorkommen.

b. Warum darf in der gesamten unendlichen Reihe keine Zeile mehr als einmal
vorkommen?

Es muss also unendlich viele verschiedene Zeilen von Folgen in der Reihe geben, da das
Prinzip der Differenzbildung unendlich oft angewendet wird. Nehmen wir zum Beispiel an,
die groBte Zahl in einer Folge der Lange 4 sei die 12. Dann ist die gréBte Zahl, die in der
gesamten Reihe vorkommt, aufgrund von Aufgabe a) ebenfalls 12. Es gibt aber nur endlich
viele Folgen der Lange 4 mit der gréBten Zahl 12. (Prift dies zundchst und berechnet
gegebenenfalls die Anzahl der Méglichkeiten).

c. Verallgemeinert die Argumentation, um zu erklaren, dass es nur endlich viele
verschiedene Zeilen von Folgen in einer solchen Reihe geben kann.

Wir sind jetzt bei einem Widerspruch angelangt (der Beweis ist also erbracht!), denn
einerseits muss die Reihe unendlich viele verschiedene Zeilen von Folgen enthalten,
andererseits haben wir nach Teil ¢) aber nur endlich viele Mdglichkeiten daftir.

AUFGABE 4 (NULLEN UND EINE EINS)

Im Folgenden werden wir uns mit speziellen Reihen beschaftigen, die etwas léanger sind.
Wir beginnen mit einer Folge aus sieben Nullen und einer Eins wie im folgenden Beispiel:

a. Fuhrt die Differenzschritte aus, bis die Reihe erlischt.

b. Untersucht Reihen beginnend mit Folgen der Form 0, 0, ... 0, 1 (bestehend aus
n-1 Nullen gefolgt von einer 1 fir n > 1). Fir welche Werte von n erlischt die Reihe
und fur welche wird sie zyklisch? Formuliert eine allgemeine Vermutung.

In einigen Reihen gibt es eine Art Wiederholungseffekt. Betrachten wir zunachst n = 2.
0 1
1 1

Die drei gefarbten Teile sind alle gleich. Dieses Muster ist der Baustein fiir die nachste
Reihe von Zahlen bei n = 4:



= OOO
= = OO0
= OO
el

Das in n = 2 erkannte Muster wiederholt sich in Blau, Rot und Griin. Dies geschieht auch
bei n = 8:

HOOOOOOO
HH,OOOOOO
HOHFH, OOOOO
)RR OOOO
HOOOH OO0OO
HHE,OOHFHOO
HOH,OKFKH OHKHO
e e

c. In Teil b habt ihr die Werte von n angegeben, flr die ihr vermutet, dass die Reihe
beginnend mit der Folge 0, O, ..., 0, 1 erlischt. Beweist nun diese Vermutung.

d. Was kann man Uber Reihen aussagen, die mit Folgen der Form 0, O, ..., 0, k (n-1
Nullen gefolgt von einer positiven ganzen Zahl k, nicht unbedingt 1) beginnen?

AUFGABE 5 (PHASEN 1 UND 2)

Wird eine Reihe zyklisch, gibt es einen besonderen Moment in einer solchen Reihe. Ab
diesem Moment besteht die Folge nur noch aus Nullen und einer Zahl*. Zum Beispiel:

o

< Ab diesem Moment

NOIOIOIN|IROININ
OINIOIOININ|A NN
ONINOIN|R~|OYO|O
OINIOINININ|IN OO
NINININAIOIOIN

a. Erklart, warum eine Folge, die nur aus Nullen und einer weiteren Zahl a besteht
(wie beispielsweise 0, 5, 0, 5, 5, 0), im Differenzschritt zu einer Folge wird, die
wiederum nur aus Nullen und dieser einen Zahl a besteht.

Solange die Zeilen von Folgen einer Reihe mehr als zwei verschiedene Zahlen enthalten,
sagen wir, dass sich die Reihe in befindet. Ab dem Moment, in welchem der
Prozess in eine Zeile mit nur 0 und a Ubergeht, befinden wir uns in . In Teil a habt
ihr erklart, dass man nicht von Phase 2 zu Phase 1 zurtickkehren kann. Umgekehrt scheint
es so, dass Phase 1 immer in Phase 2 lUbergeht.

4 Wenn man mit einer solchen Folge beginnt, gibt es nattrlich keinen besonderen Moment.
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b. Prift, ob jede Reihe in Phase 1 nach weiteren Differenzschritten in Phase 2
Ubergeht. Wenn ihr zum Schluss kommt, dass dies der Fall ist, so begriindet eure
Vermutung. Falls ihr meint, dass die Aussage nicht stimmt, gebt ein konkretes
Gegenbeispiel an.

AUFGABE 6 (EIN SCHRITT ZURUCK)

Hat die Folge 6, 3, 2, 5 einen Vorgdnger? Das meint: Kann diese Folge das Ergebnis eines
Differenzschrittes sein? Die Antwort lautet in diesem Beispiel: Ja! Beginnt beispielsweise
mit der Zahl 7. Dann muss die zweite Zahl 7 + 6 sein, und so weiter. Ihr erhaltet dann
zum Beispiel den Vorgdnger 7, 13, 10, 12.

a. Konntihr einen anderen Vorganger von 6, 3, 2, 5 finden? Beschreibt alle Vorganger
von 6, 3, 2, 5.

Wenn man allgemein mit Reihen argumentieren will, ist es praktisch, tiefgestellte Indizes
zu verwenden: ay, ay, as,..., @, fur eine Folge der Lange n. Zum Beispiel erhalt man fir die
Folge 6, 3, 2, 5 eine Folge a;,a,,a3, a, mita; =6,a, =3,a3 =2,a, =5.

Im Allgemeinen stellt sich heraus, dass eine Folge ai, a, a3, a; genau dann einen
Vorganger besitzt, wenn es eine Wahl von ,+-Zeichen" gibt, so dass

ta; +a,*az*ta,=0.
Fur die Folge 6, 3, 2, 5ist6 -3+ 2 -5 =0.

b. Untersucht, warum eine Folge ay, a,, as, a; genau dann einen Vorganger besitzt,
wenn es eine Auswahl von ,t-Zeichen® gibt, so dass

ta,ta,+a;+a, =0.

c. Verallgemeinert die Aussage und eure Argumentation aus Teil b auf Reihen der
Léange n.

In Aufgabe 1 habt ihr sicher bemerkt, dass Reihen der Lange 3 niemals erléschen, es sei
denn, sie bestehen aus drei gleichen Zahlen. So erléschen beispielsweise die Reihen
beginnend mit den Folgen 4, 5, 6 und 3, 3, 8 nicht, die Reihen beginnend mit 2, 2, 2 und
9, 9, 9 dagegen schon.

d. Beweist, dass Reihen der Lange 3 niemals erléschen, auBer wenn sie aus drei
gleichen Zahlen bestehen.

e. Was erwartet ihr fir andere Reihen mit ungerader Lange? Beweist eure Vermutung.



VERTIEFENDE AUFGABEN: EIGENE FORSCHUNG

Wir laden euch nun dazu ein, eines (oder mehrere) der unten aufgeflihrten Themen
durchzuarbeiten, um eigene Forschungen durchzufihren.

Zur Erinnerung: Eure eigene Forschungsarbeit besteht aus einer Einleitung zu den

Differenzreihen auf der Grundlage eurer Erkenntnisse aus den einleitenden Aufgaben 1 bis
6. Daran schlieBt sich die Dokumentation eurer Vorgehensweise und eurer Ergebnisse zu
mindestens einer der Untersuchungen an, die ihr aus den folgenden Optionen auswahlen
kénnt.

FORSCHUNG 1: ERLOSCHUNGSVERHALTEN

Es gibt noch viel zu entdecken und zu erforschen, wenn man sich mit dem
Erlédschungsverhalten verschiedener Reihen auseinandersetzt. Hier sind einige
Méglichkeiten:

In Aufgabe 3 habt ihr gesehen, dass Reihen der Lange 2 immer erléschen. Ihr habt
sicher schon vermutet, dass auch Reihen der Lange 4 immer erléschen. Beweist, dass
Reihen der Ladnge 4 immer erldschen.

Wie lange es dauert, bis eine Folge von vier Zahlen erloschen ist, hangt davon ab, mit
welchen Zahlen man beginnt. Untersucht den Zusammenhang zwischen den
Startzahlen und der Anzahl der Schritte, die es braucht, bis eine Folge der Lange 4
erldscht.

Findet heraus, ob es eine RegelmaBigkeit gibt, wenn ihr untersucht, fir welche Léangen
n alle Reihen dieser Lange erléschen.

Hinweise:

Flr die erste Mdglichkeit: Verwendet die Erkenntnisse zu Aufgabe 4 und die Idee aus dem
untenstehenden Kasten.

Addition von Zeilen
Falls ihr den ersten Aspekt der Aufzahlung oben untersuchen wollt, kénnt ihr die
folgende Idee verwenden. Wir kdnnen nicht einfach zwei gleiche Reihen addieren:

2 2 0 0 1 0 2 3 0 2 3 0
(0 2 2) + (1 1 0) = (1 3 2) , denn (0 3 2> ist keine entsprechende Reihe von
2 0 2 0 1 1 2 1 3 2 1 3

Zahlen.

Wenn man sich dagegen auf Zeilen mit nur 0 und a beschrankt (d. h. sich in Phase 2
befindet) und die Additionsregeln anpasst ist eine Addition machbar. Die
entsprechenden Regeln sind: 0 @0=0;a® 0=q; 0 a=aund ad a= 0. Man erhalt

dann in diesem Beispiel
2 2 0 0 2 0 2 00
( 2 2) D (2 2 0) = (2 0 2>,
2 0 2 0 2 2 2 2 0

und letzteres ist tatsachlich eine weitere Reihe von Zahlen. Ihr kdnnt diese Erkenntnis
nutzen. Wenn ihr die Glltigkeit auch beweisen wollt, kdnnt ihr euch anschauen, wie sich
diese Addition lokal verhalt:

aidele i)

(=]




FORSCHUNG 2: NULLBAUME

In dieser Untersuchung konzentrieren wir uns auf Reihen in Phase 2. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass die eine Zahl, die nicht 0 ist, jeweils die 1 ist. Wir kénnen dann ein
Diagramm aus Zeilen und Pfeilen erstellen, wobei die Pfeile jeweils den Differenzenschritt
darstellen. Wenn wir uns auf alle Zeilen mit Nullen und Einsen beschranken, die in einer
Nullzeile (bestehend aus nur Nullen) enden, nennt man diese Darstellung den Nullbaum.
Fir n = 2 und n = 4 sieht dieser wie folgt aus:

0001 1110 0100 1011 0010 1101 1000 0111

NN/ NS 7

0011~\\\\\\‘ 1100 0110 "”""11901
01 10 0101 1010
11 1111
00 0000

In diesen Beispielen befinden sich tatsachlich alle méglichen Zeilen im Nullbaum. Fir die
Lange n = 3 ist dies dagegen nicht der Fall. Es existiert jedoch ein kleiner Nullbaum:

111

l

0oo

Die Hohe des Baums ist die Anzahl der Pfeile in einem Pfad, wenn man sich von der
obersten Reihe entlang der Pfeile zur Nullreihe nach unten bewegt. Fir jeden Wert von n
gibt es einen Nullbaum, dessen Hdhe jedoch variiert. Fir n = 2 ist die H6he zum Beispiel
2, fir n = 3 ist die H6he 1 und fir n = 4 ist die Hohe 4.

Untersucht, wie sich die Hohe flr verschiedene Langen n verhalt und prift, ob es hier eine
RegelmaBigkeit gibt.

Hinweise

- Erlautert, warum jede Zeile im Nullbaum, die nicht die Nullzeile ist, keinen oder
genau zwei Vorganger besitzt.

- Verwendet die Erkenntnisse aus Aufgabe 4.

- In Aufgabe 6 wird erklart, was genau ein Vorganger einer Folge ist. Erklart, warum
eine Folge mit Nullen und Einsen nur dann einen Vorganger hat, wenn es eine
gerade Anzahl von Einsen gibt.

- Verwendet die Idee aus dem folgenden Kasten

10



Wiederholung von Zeilen

Fir diese Untersuchung kann die folgende Idee genutzt werden: Wenn ihr eine Reihe
von Folgen der Lange 3 habt, wie zum Beispiel

1 0 O
1 0 1
1 1 0

dann kann man daraus eine Reihe von Folgen der Lange 6 oder 9 machen, indem man
die Zeilen wiederholt.

1 0 0 1 0 O 1 0 0 1. 0 0 1 0 O
1 0 1 1 0 1 1 0 1.1 0 1 1 0 1
11 0 1 1 O 11 0 1 1 0 1 1 O

Diese Idee kann verallgemeinert werden. Erklart in eurer Ausarbeitung, warum dieses
Vorgehen funktioniert.
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FORSCHUNG 3: FLUSSDIAGRAMME UND SCHNEEFLOCKEN?

Wir konzentrieren uns in dieser Untersuchung (wie auch in der

vorherigen

Forschungsaufgabe) auf die Reihen in Phase 2. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
die eine Zahl, die nicht 0 ist, die 1 ist. Ihr kénnt dann ein Flussdiagramm erstellen, um
Zu zeigen, wie die Zeilen im Zusammenhang stehen. Fir n = 3 sieht dieses wie folgt aus:

100 111

/ 000
110—> 011

010 001

Links sieht man eine Art Schneeflocke und rechts dagegen nur den Ubergang von 1, 1,
1 nach 0, 0, 0. Es stellt sich heraus, dass man sich Letzteres wie einen kleinen Baum
vorstellen kann (siehe Forschung 2). Bei n = 6 erhalt man ebenfalls eine Schneeflocke,
die allerdings groBer als die vorherige ist (siehe unten). Eine Schneeflocke besteht aus
einem Kreis in der Mitte (unten ein Sechseck), an dessen Eckpunkten sich jeweils ein
Baum befindet (z. B. bei 101000). Die Anzahl der Pfeile im Kreis bestimmt die Ordnung
der Schneeflocke. So hat die Schneeflocke unten die Ordnung 6 und die obere

Schneeflocke die Ordnung 3.

001000 110010
110111\ /001101
011000 010111
110< 101000—’111< 7101
011101=——100111 yﬁloﬂ—OOOllO
001011 100010 ¢+=—011110 000010

N\

101

\101100

100001

011111/

e
ANV 4

100000 010011

> Um sich auf diese Untersuchung vorzubereiten, ist es sinnvoll, die Einleitung zu

Forschung 2 zu lesen.
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Bei Reihen der Lénge sechs besteht das Flussdiagramm neben dem Nullbaum und der
Schneeflocke oben aus zwei weiteren Schneeflocken. Wie sehen diese aus? Es gibt
insgesamt 2% = 64 verschiedene Folgen der Lange 6, die nur aus Nullen und Einsen
bestehen. Kénnt ihr diese alle im Flussdiagramm finden?

Im Allgemeinen ist es ein Ratsel, wie viele Schneeflocken es fiir bestimmte Langen gibt
und welche Ordnung diese haben. So besteht beispielsweise das Flussdiagramm fir Folgen
der Lange neun aus dem Nullbaum (mit Héhe 2), vier Schneeflocken der Ordnung 63 und
einer Schneeflocke der Ordnung 3. Insgesamt gibt es 2° verschiedene Folgen der Lange 9
bestehend nur aus Nullen und Einsen. Davon befinden sich 126 - 4 = 504 in den
Schneeflocken der Ordnung 63 und sechs Folgen in den Schneeflocken der Ordnung 3.
Zusammen mit den zwei Folgen im Nullbaum ergibt sich dann die richtige Summe 512 =
2+4-126 + 6.

Untersucht fur verschiedene Werte der Lange n, wie das vollstandige Flussdiagramm von
Reihen, die ausschlieBlich aus Nullen und Einsen bestehen, aussieht. Was kann man tber
die Anzahl der Schneeflocken sagen? Was Uber die Ordnung der Schneeflocken? Erkennt
ihr Muster?

Hinweise:

- Firn = 3 und n = 6 gibt es jeweils eine Schneeflocke der Ordnung 3. Dies ist kein
LZufall*. Wenn im Flussdiagramm von Reihen der Lange n ein Kreis der Lange k
entsteht, so kommt ein Kreis der Lange k auch in allen Reihen vor, deren Lange ein
Vielfaches von n ist. Erklart diesen Zusammenhang. Auch hier kénnt ihr die Idee
der sich wiederholenden Zeilen nutzen (im Kasten zu Untersuchung 2).

- Zusatz: Was fallt euch auf, wenn ihr fir verschiedene Werte von n die Hohe der
Baume, die sich an den Eckpunkten der Schneeflocke gebildet haben, mit der Héhe
des Nullbaums (Begriff wird in Forschung 2 eingeflihrt) vergleicht?

- Mit Hilfe von Erzeugern kénnen Kreise in Schneeflocken gesucht und beschrieben
werden. Betrachtet dazu den untenstehenden Kasten.

Erzeuger

Bei n = 5 entsteht ein Kreis der Lange 15. Auch dies ist nicht ganz ,zufallig®. Seht
euch die folgende Reihe an:

= OOO
O+ OO
O+HEFO
O+ OR
e e e

Betrachtet man die Reihen zyklisch, so hat sich 1 1 in der Reihe 0 0 0 1 1 nach vier
Schritten um eine Stelle nach rechts verschoben. Dies wiederholt sich dann
finfmal: Nach vier weiteren Schritten erhdlt man 1 1 0 0 0 und so weiter, sodass
sich schlussendlich ein Kreislauf bildet. Man kann sich die 1 1 als Erzeuger des
Kreislaufs vorstellen. Dies kommt haufiger vor: In Flussdiagrammen von Reihen
der Lange 17 gibt es zum Beispiel eine Schneeflocke der Ordnung 255, die durch
die 1 1 erzeugt wird. Dies funktioniert noch allgemeiner. Man kann einen Kreis
durch die Angabe eines Erzeugers beschreiben. Zum Beispiel werden die vier
Schneeflocken bein =9durch11,1001,10111und11101 erzeugt.
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