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EINLEITUNG

UBER DIE AUFGABE

Was seht ihr, wenn ihr in die Wolken schaut? Ein Schaf, einen Drachen? Mathematiker
koénnen endlos in die Wolken starren, dann allerdings in Punktwolken bzw. in einen Haufen
von Punkten in der Ebene. Heute geht es darum, um in diesen Punktwolken konvexe
Vielecke zu erkennen. Das Problem ist einfach zu beschrieben, kann aber viele tiefgehende
Fragestellungen mit sich bringen. Auf jeden Fall genug, um sich den ganzen Tag damit zu
beschaftigen!

ZUM TAGESABLAUF

Die Aufgaben des Mathematik-B-Tags sind zusammengesetzt aus Einfihrungsaufgaben
und zusatzlichen, vertiefenden Aufgaben. Anders als im normalen Mathematikunterricht
musst ihr nicht alle Aufgaben |6sen. Die Schwierigkeit der Aufgaben variiert zwischen leicht
und schwer. Es ist ganz normal, dass ihr nicht alle Aufgaben lésen werdet. Versucht bitte
trotzdem in eurer Ausarbeitung zu zeigen, was ihr probiert habt und wie weit ihr gekommen
seid. Nachdem ihr genligend Zeit mit den Einfihrungsaufgaben verbracht habt, solltet ihr
eine oder mehrere der weiterfiihrenden Aufgaben auswahlen, um das Thema zu vertiefen.
Mit dem erfolgreichen Ldsen der vertiefenden Aufgaben kann sich euer Team besonders
auszeichnen.

TEAMARBEIT

Das Besondere am Mathematik-B-Tages ist, dass ihr gemeinsam in Teams Mathematik
betreibt. Es kann daher sinnvoll sein, einen Zeitplan fir den Tag zu machen und die
Aufgaben untereinander aufzuteilen. Nutzt dabei die verschiedenen Starken eurer
Teammitglieder. Gebt allen die Mdglichkeit, Ideen und Ausarbeitungen einzubringen. Ihr
kénnt entweder zeitgleich an verschiedenen Aufgaben arbeiten oder euch zusammen ein
Problem anschauen und dieses diskutieren, um zu einer gemeinsamen Ldsung zu gelangen.
Bei einigen Aufgaben ist es sinnvoll, sich verschiedene Beispiele anzuschauen. Auch das
kann man gut im Team aufteilen.

HILFSMITTEL

Fir die Bearbeitung bendtigt ihr heute: einen Stift, genligend (Schmier-)papier, die
Aufgabenstellung, einen Computer oder ein Laptop, an welchem ihr eure Ausarbeitung
verfassen kénnt. Wir mochten euch davon abraten, das Internet zu benutzen. Solltet ihr
dennoch Online-Quellen nutzen, misst ihr die entsprechende Quelle angeben (URL). Die
Verwendung von ChatGPT oder vergleichbarer Software ist nicht zulassig.

WAS MUSST IHR EINREICHEN?

Im Laufe des Tages erstellt ihr einen Bericht in digitaler Form. Ihr solltet nicht zu spat
beginnen, damit ihr diesen um 15 Uhr einreichen kénnt. In eurer Ausarbeitung beschreibt
ihr eure Uberlegungen und Ergebnisse zu den einzelnen Aufgaben. Formuliert eure
Lésungen Uberzeugend und deutlich in eigenen Worten.

Achtet bitte insbesondere darauf, die Arbeit als ein Gesamtdokument (bitte nicht
in mehrere Dateien aufgeteilt) im pdf-Format (max. 8 MB) abzugeben. Um eine
groBtmogliche Objektivitidt bei der Korrektur zu gewahrleisten, erwahnt bitte
eure Namen und den Namen der Schule nicht in eurer Arbeit.



Wir freuen uns Uber gut geschriebene, genaue, vollstdndige und sorgfaltig formulierte -
und sicher auch originelle und kreative Berichte. Sowohl der mathematische Gehalt eurer
Ausarbeitungen als auch die Qualitat der Darstellung sind bei der Beurteilung
ausschlaggebend.

Ein paar Tipps zum Schreiben und zur Form des Berichtes:

Es kann sinnvoll sein, mit dem Schreiben von Teilen der Ausarbeitung bereits am
Morgen zu beginnen.

Formuliert so verstandlich, dass jemand, der nicht am Mathematik-B-Tag
teilgenommen hat (aber gentigend Mathematik beherrscht), euren Text verstehen
kann, ohne dass er/sie die Aufgaben gelesen hat. Das bedeutet, dass Antworten
ausformuliert werden muissen und ihr nicht auf den Aufgabentext zuriickverweisen
darft.

Erforschungen und Begriindungen sind das Herzstlick des Mathematik-B-Tages.
Wenn ihr Begrindungen, Erklarungen und Erlduterungen erbringt, versucht diese
so oft wie moglich mit mathematischen Argumenten zu unterstlitzen. Je genauer
und detailliierter eure Argumentation ist, desto besser. Wenn ihr an einem
Sachverhalt noch Zweifel habt, kénnt ihr dies in eurer Ausarbeitung wie folgt
angeben: “Wir vermuten, dass...”.

Verwendet Abbildungen, um eure Ideen zu verdeutlichen. Nutzt hier zum Beispiel
Bilder von Zeichnungen, die ihr gemacht habt, indem ihr Screenshots oder Fotos
von Abbildungen auf dem Papier einfiigt.



EINLEITENDE FRAGESTELLUNGEN

Was ein Polygon (bzw. Vieleck) ist, wisst ihr wahrscheinlich schon: Es ist eine endliche
Reihe von Strecken, wobei

- jede Strecke an dem Eckpunkt beginnt, an dem die vorherige endet, und die letzte
Strecke dort endet, wo die erste beginnt

- keine zwei Strecken sich schneiden.

O QAL

—
Polygone

Nichtpolygone

ERKUNDUNG 1

Angenommen ein Raum hat in der Draufsicht die Form eines Polygons. Welche
Eigenschaft(en) muss dieses Polygon besitzen, damit man von jedem Punkt des Raumes
aus den ganzen Raum sehen kann? Erklart, wie ihr diese Eigenschaft(en) gefunden habt.




KONVEXE POLYGONE

Ein Polygon ist konvex, wenn jeder Innenwinkel kleiner als 180 Grad ist. !

—

konvex nicht konvex

Eine dquivalente Beschreibung von konvexen Polygonen lautet wie folgt: Flir zwei beliebige
Eckpunkte A und B liegt die Strecke AB vollstandig innerhalb des Polygons (oder
zumindest auf dem Rand).

B B
//
B /
A A A
~— -
konvex: Alle Verbindungsstrecken nicht konvex: einige Verbindungslinien
liegen im Vieleck oder auf seinem liegen auRerhalb des Vielecks

Rand (hier zwei Beispiele)

Ein weiteres Merkmal konvexer Vielecke ist, dass flir jede Kante das Vieleck vollstandig auf
einer Seite dieser Kante liegt.

EIN SPIEL MIT KONVEXEN POLYGONEN

Wir beschreiben nun ein einfaches Spiel fiir zwei Spieler, bei dem konvexe Flinfecke eine
zentrale Rolle spielen. Das Spielmaterial besteht aus einem Blatt Papier und
Schreibutensilien. Dies sind die Regeln:

1. Die Spieler zeichnen abwechselnd einen Punkt auf das Blatt.

2. Keine drei Punkte diirfen auf einer Geraden liegen.

3. Ein Spieler hat verloren, wenn er es in seinem Zug einen Punkt so setzt, dass man
mit den Punkten ein konvexes Flnfeck bilden kann.

Die nachste Seite zeigt einen mdglichen Spielablauf.

1 Normalerweise wird zwischen konvex und streng konvex unterschieden. Was wir
hier konvex nennen, ist eigentlich streng konvex. Der Unterschied besteht darin, dass
konvexe Polygone normalerweise Innenwinkel von 180 Grad oder drei Scheitelpunkte auf
einer Gerade zulassen. Diese Art von Polygonen wird in diesem Mathematik-B-Tag nicht
behandelt, und so bleiben wir einfach bei dem Begriff "konvex".
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Der erste Spieler gewinnt, denn der zweite Spieler hat in Schritt 8 einen Punkt so gesetzt,
dass ein konvexes Funfeck (und sogar ein zweites) gebildet werden kann.

PROBLEM 1 (AUSPROBIEREN)

Spielt das Spiel! Zundchst auf Papier und dann hier:
https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29255/opdracht.html.

Schreibt jeweils auf, wie lange das Spiel dauert. Was fallt Euch auf?

Achtung: Spielt nicht zu lange, héchstens 5-10 Minuten! Es gibt noch viel zu tun.

&y
*/JAA!%

Universiteit Utrecht ° s

L Wiskunde voor
teams

W

Freudenthal Institute

Home - Beschikbare applets: Het spel - Vrije verkenning

Nu aan de beurt:
Een spel met convexe veelhoeken

1. De speler zetten om beurten een punt op het vel speler 1
2. Geen drietal punten mag op een lijn komen te liggen
3. Wanneer een speler het met haar zet mogelijk maakt een convexe vijfhoek te maken met de punten, dan

heeft die speler verloren Klik in het canvas om een punt te

plaatsen of geef codrdinaten in:
for]
| Reset |

Positie:
x=170, y=23

Codrdinatenljst:
(141,195)
(244,99)
(385,138)
(362,293)
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https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29255/opdracht.html

ERKUNDUNG 2

Sobald im Spiel ein erstes konvexes Viereck entstanden ist, ist Vorsicht geboten. Es gibt
vier Bereiche, in denen ein neuer Punkt nicht landen darf. Zeichnet die Grenzen dieser
Bereiche ein und schraffiert sie flr die folgenden Punkte.

PROBLEM 2 (ZUSAMMENARBEIT)

Ihr kénnt das gleiche Spiel auch in Zusammenarbeit spielen. Das heiBt, ihr versucht
gemeinsam, so viele Punkte wie mdoglich zu zeichnen, bevor ein konvexes Flinfeck entsteht.

Erforscht, wie viele Zige man im Spiel maximal machen kann. Notiert eure
Vermutung. (Im Laufe des Tages werdet ihr diese Vermutung weiter untersuchen).

Achtung: Spielt nicht zu lange, héchstens 5-10 Minuten! Es gibt noch viel zu tun.

EINE EINFACHERE VARIANTE MIT KONVEXEN VIERECKEN

Ihr kénnt das Spiel (in der Variante, in der ihr zusammenarbeitet) auch mit konvexen
Vierecken anstelle von Finfecken spielen. Das Spiel wird dann aber schnell langweilig.
Die Frage ist: Wie viele Punkte in der Ebene benétigt man mindestens, damit garantiert
ein konvexes Viereck entsteht? Probiert es aus. Spoiler-Alarm: Die Antwort lautet "funf".

Siehe unten links: Vier geht noch. Aber bei fUnf ist immer ein konvexes Viereck mdglich.
Das Bild rechts ist ein Beispiel daflir, dass es bei fliinf Punkten immer dazu kommt. Erzeugt
selbst weitere Beispiele.

Ihr kdnnt das Spiel auch mit konvexen Vierecken in der App spielen. Geht dazu oben auf
"Vrije verkenning" (Freie Erkundung) und wahlt bei ,N-hoek™ (N-Eck) die Zahl 4.



Home - Beschikbare applets: Het spel - Vrije verkenning
Vrije verkenning N-hoek: [4 v |

Aantal punten: 0

Klik in het canvas om een punt te
plaatsen of geef codrdinaten in:

X=7 Y=7 | Ok
Reset ‘
Verwijder laatste punt |

Positie:
x=292, y=370

Codrdinatenlijst:

KONVEXE HULLE

Eine Ansammlung von Punkten in der Ebene, wie im Spiel, nennt man eine Punktwolke.
Wir nennen eine Punktwolke, in der keine drei Punkte auf einer Geraden liegen, eine gute
Punktwolke. Wir arbeiten heute immer mit solchen guten Punktwolken, auch wenn wir es
nicht immer ausdricklich erwahnen.

Bei einer guten Punktwolke kann man ein konvexes Polygon durch die ,auBeren™ Punkte
zeichnen, d. h. so, dass alle anderen Punkte in diesem Polygon liegen. Dies wird die
konvexe Hille der Punkte genannt.

Wenn die Punkte Nagel in einem Brett wdaren und man ein Gummiband um alle Nagel
spannen wirde, wiirde sich das Gummiband genau entlang der konvexen Hille spannen.

AUFGABE 3 (UBERLEGUNGEN ZU KONVEXEN VIERECKEN)

Seht Euch die Aussage an:

Bei einer guten Punktwolke mit finf Punkten gibt es immer vier Punkte, die ein konvexes
Viereck bilden.

Im Folgenden werden wir euch helfen, die Griinde daflir zu erlautern.
Fur eine gute Punktwolke mit finf Punkten gibt es drei Méglichkeiten:

i Die konvexe Hulle ist ein Finfeck
ii. Die konvexe Hulle ist ein Viereck
iii. Die konvexe Hulle ist ein Dreieck



a. Gebt fir jede Mdglichkeit ein Beispiel. Warum sind das alle Mdglichkeiten?

Im Fall i oder ii ist die Argumentation fast sofort klar.

b. Nennt die Begriindung fir diese beiden Falle.

Im Fall iii liegen die beiden verbliebenen Punkte im Inneren des Dreiecks (warum?). Nennt
sie A und B und betrachtet die Gerade A4B.

c. Vervollstandigt die Argumentation.

EINE PUNKTWOLKE SCHALEN WIE EINE ZWIEBEL

Von einer guten Punktwolke kann man die konvexe Hille abnehmen. Wenn man dann die
Eckpunkte der konvexen Hille ignoriert, hat die Ubrige Punktwolke auch wieder eine
konvexe Hille. Wenn man dann auch diese Eckpunkte ignoriert, kann man eine weitere
konvexe Hille aus dem Rest bilden, und so weiter, bis nur noch 0, 1 oder 2 Eckpunkte
Ubrig sind. Die Anzahl der Eckpunkte jeder konvexen Hille ergibt eine Zahlenfolge. Im
folgenden Beispiel lautet diese Folge: 4, 3, 1.

Wir nennen eine solche Reihe die Abschélfolge einer Punktwolke.

Nachfolgend sind Beispiele fiir jede mogliche Abschélfolge fiir eine Punktwolke mit sieben
Punkten aufgeflhrt, wobei die Zahlen héchstens 4 betragen.



4,3 3,4 3,3,1

ERKUNDUNG 3

Zeichnet einige Punktwolken und gebt deren Abschalfolgen an.

SCHATTEN

Im Folgenden ist es sinnvoll, den Begriff des Schattens einzufiihren. Wenn ein Punkt A und
eine Strecke BC gegeben sind, dann ist der Schatten von BC ausgehend von A der Bereich,
der von der Strecke BC und den Geraden AB und AC begrenzt wird, und zwar auf der Seite
von BC, auf der sich 4 nicht befindet.

Die Zeichnung verdeutlicht dies:

Schatten von BC
ausgehend von
A

A

Ihr kédnnt den Schatten auch von zwei Punkten aus betrachten: Das ist der Schnittpunkt
des Schattens der einzelnen Punkte. Mit anderen Worten: Ein Punkt befindet sich im
Schatten der Strecke €D ausgehend von den Punkten A und B, wenn er im Schatten von 4
und im Schatten von B liegt.

Schatten von CD
ausgehend von
Aund B

Schatten von CD
ausgehend von
Aund B

Wir nennen diesen Bereich den Schatten von €D ausgehend von A und B. Manchmal ist der
Schatten eine endliche Flache und manchmal ist er unendlich groB.

10



ERKUNDUNG 4

Zeichnet die Schatten zu einigen Dreiecken und Vierecken. Kénnt ihr eine Verbindung zu
Erkundung 2 erkennen?

AUFGABE 4

In Problem 3, Teil ¢, habt ihr begriindet, warum im Fall iii (ein konvexes Dreieck mit zwei
Punkten im Innern) immer ein konvexes Viereck entsteht. Begriindet dies nun erneut mit
Hilfe der Schatten. Beginnt mit einem Dreieck mit einem Punkt im Innern und begriindet,
dass der zweite Punkt nicht irgendwo platziert werden kann, ohne dass ein konvexes
Viereck entsteht.

AUFGABE 5 (ARGUMENTIEREN MIT SCHATTEN UND ABSCHALFOLGEN)

Wir werden euch nun helfen zu verstehen, dass eine Punktwolke mit der Abschalfolge 3,3,2
immer ein konvexes Flinfeck hat. Wir bezeichnen die inneren Punkte mit A und B. Wie
zuvor liegt auf einer Seite von AB ein Punkt — wir nennen ihn C - und auf der anderen Seite
zwei Punkte, die wir D und E nennen. Das innere Dreieck ist also CDE. Wir nennen die
Punkte des auBeren Dreiecks F, ¢ und H. Wir werden Uberlegen, wo diese Punkte liegen
kénnen.
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Liegt einer der Punkte des duBeren Dreiecks im Schatten von DE ausgehend von 4 und B,
dann haben wir das konvexe Flinfeck gefunden.

Nehmen wir nun an, dass dort kein Punkt liegt. Dann liegen entweder zwei Punkte des
auBeren Dreiecks im Schatten von CD ausgehend von A, oder zwei Punkte liegen im
Schatten von CE ausgehend von B.

a. Erklart, warum (Ihr kénnt hier mit der App experimentieren:
https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29255/vrije verkenning.html).
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https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29255/vrije_verkenning.html

b. Vervollstandigt von dort aus die Argumentation, warum eine Punktwolke mit der
Abschalfolge 3,3,2 immer ein konvexes Flinfeck besitzt.

In ahnlicher Weise kann man folgern, dass eine Punktwolke mit der Abschalfolge 4,3,1
immer ein konvexes Flnfeck besitzt. Wir bezeichnen den inneren Punkt mit A und die
Eckpunkte des Dreiecks mit B,C und D. Betrachtet dann, wie die vier Punkte des Vierecks
(E,F,G und H) sich auf die Schatten von BC, €D und DB ausgehend von A verteilen.

c. Bildet ausgehend von dieser Idee eine schliissige Argumentation.

SECHSECKE, SIEBENECKE UND SO WEITER...

Das Spiel, das wir eingangs vorgestellt haben, kann nattlrlich auch in einer Variante fur
konvexe Sechsecke, Siebenecke usw. gespielt werden. Fir Sechsecke lautet die
entsprechende Frage, wie lange das Spiel maximal dauern kann, oder anders ausgedrickt:

Ab welcher Anzahl von Punkten enthélt jede gute Punktwolke mit dieser Anzahl von
Punkten garantiert ein konvexes Sechseck?

Fir Vierecke lautet die Antwort "finf". Und fir Finfecke lautet die Antwort "neun". Das
Bild unten (und auf der Titelseite) zeigt eine gute Punktwolke mit 13 Punkten ohne ein
konvexes Sechseck (Ihr musst das jetzt nicht begrinden!).

ERKUNDUNG 5

Kann man eine Punktwolke mit mehr als 13 Punkten ohne ein konvexes Sechseck erstellen?
Experimentiert mit der App:

https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29255/vrije verkenning.html

(Bei ,N-Hoek" oben rechts dann die Zahl 6 auswahlen).

Wenn n = 3 eine natlrliche Zahl ist, kann man versuchen, die folgende Frage allgemein zu
beantworten:

Ausgehend von welcher Anzahl von Punkten enthélt jede gute Punktwolke mit dieser
Anzahl von Punkten garantiert ein konvexes n-Eck?

12
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Wir bezeichnen diese gesuchte Zahl (sofern sie endlich ist) mit C(n). Wir wissen bereits,
dass €(3) =3,C(4) =5 und wir haben oben behauptet, dass €(5) =9, aber dafir ist die
Argumentation noch nicht vollstandig - das kodnnt ihr nachher in UNTERSUCHUNG 1
durchfiihren. Aus dem obigen Bild kann man schlieBen, dass €(6) = 14: Die kleinste Anzahl
von Punkten, die immer ein konvexes Sechseck enthalt, ist nicht kleiner als 14. Mit anderen
Worten: Die Zahl vierzehn ist eine untere Schranke fir C(6). Wenn man eine Punktwolke
mit 14 Punkten ohne konvexe Sechsecke findet, dann hatte man diese untere Schranke
verbessert.

Ist C(n) immer eine endliche Zahl? Es ist zum Beispiel denkbar, dass man unendlich viele
Punkte hinzufligen kann, ohne dass jemals ein konvexes neunseitiges Polygon entsteht. In
der Tat kann man beweisen, dass C(n) fir jedes n eine endliche Zahl ist, aber das wirde
fur heute ein bisschen zu weit fihren. Sollte euch dennoch etwas Sinnvolles dazu einfallen,
dann zégert nicht, es eurem Bericht hinzuzufligen.

Eine Mdoglichkeit, die Untergrenze systematisch zu verbessern, sind die sogenannten
»Cups" und ,,Caps".

TASSEN UND KAPPEN — Cups AND CAPS

Eine Kette ist eine endliche Reihe von Strecken, wobei jede Strecke an dem Punkt beginnt,
an dem die vorhergehende endet. Eine Kette in einem Koordinatensystem ist eine Tasse,
oder ,Cup", wenn jeder Punkt rechts vom vorhergehenden liegt und jede nachfolgende
Strecke eine groBere Steigung (Richtungskoeffizient) hat als die vorhergehende.

W

5-cu
P 6-cup

¥

Wir schreiben n-Tasse bzw. n-Cup, wobei n fir die Anzahl der Punkte steht.

Umgekehrt ist eine Kette in einem Koordinatensystem eine Kappe oder ,,Cap", wenn jeder
Punkt rechts vom vorhergehenden liegt und jede nachfolgende Strecke eine geringere
Steigung hat als die vorhergehende.

h
/\ rs_-m
5-cap

Mit Tassen und Kappen lassen sich Punktwolken ohne konvexe Polygone erstellen.

4
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AUFGABE 6

Erzeugt eine 5er-Kappe, indem ihr (wie unten dargestellt) Punkte zeichnet, die horizontal
zu den Punkten einer 5er-Tasse gespiegelt sind.

a. Begrindet, warum die obige Punktwolke mit 10 Punkten kein konvexes Sechseck
enthalt.
Eine Punktwolke, die aus einer 5er-Tasse und horizontal gegenliber einer 5er-Kappe
besteht, enthalt manchmal ein konvexes Sechseck.

b. Erlautert, unter welchen Bedingungen im Allgemeinen eine Punktwolke, die aus
einer 5er-Kappe und horizontal gegentber einer 5er-Tasse besteht, kein konvexes

Sechseck enthalt.

c. Verallgemeinert eure Aussage flr eine n-Kappe, die horizontal gegeniiber einer
n-Tasse liegt fir n = 2,34, ...
Wie lautet eure Schlussfolgerung in Bezug auf untere Schranken flr C(n)?

Natidrlich kann man noch einige Punkte zwischen Kappe und Tasse zeichnen. Um bei all
diesen Punkten den Uberblick zu behalten, ist es hilfreich, Kappen und Tassen fast flach
zusammenzudricken. Dabei staucht man sie nur in der vertikalen Richtung um einen

Faktor.

.*. .*.....*.....

d. Erklart, dass auf diese Weise Tassen Tassen bleiben und Kappen Kappen bleiben,
aber die Betrage der Steigungen beliebig klein gemacht werden kénnen.

14



e. Versucht, in der nachfolgenden Abbildung, abgeflachte Kappen und Tassen
geschickt auf den mittleren gestrichelten Geraden zu platzieren, um eine gréBere

Punktwolke ohne ein konvexes Sechseck zu erstellen. Testet euren Entwurf bei
Bedarf in der App.
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EIGENE FORSCHUNG

Wir laden euch ein, eines (oder mehrere) der unten aufgefiihrten Themen fir eure eigene
Forschung auszuwahlen.

Zur Erinnerung: Eure Ausarbeitung besteht aus einer Einfihrung Gber Punktwolken und
konvexe Polygone sowie euren Erkenntnissen lber die obigen grundlegenden Probleme.
AnschlieBend beschreibt ihr euren Ansatz und eure Ergebnisse in mindestens einer der
Untersuchungen, die ihr aus den untenstehenden Optionen auswahlt.

UNTERSUCHUNG 1 (ARGUMENTATION FUR KONVEXE FUNFECKE)

Mit Hilfe von Abschalfolgen und aufbauend auf dem, was ihr in AUFGABE 5 untersucht habt,
kénnt Ihr begriinden, dass eine gute Punktwolke aus 9 Punkten garantiert ein konvexes
Flnfeck enthdlt. Formuliert eine solche Begriindung. Gebt auch ein Beispiel flr eine gute
Punktwolke mit acht Punkten ohne ein konvexes Flinfeck.

Tipp: Beschreibt bei einer Punktwolke mit neun Punkten alle méglichen Abschalfolgen, bei
denen die Zahlen héchstens 4 sind. Gebt dann eine Begriindung flir jede Abschalfolge,
sofern ihr dies nicht schon bei AUFGABE 5 gemacht habt.

UNTERSUCHUNG 2 (MIT TASSEN UND KAPPEN UNTERGRENZEN FINDEN)

Die nachste Herausforderung besteht darin, eine moglichst groBe Punktwolke (d.h. mit
maoglichst vielen Punkten) ohne ein konvexes Sechseck zu erstellen.

Dazu ist es hilfreich, zusatzlich zu den normalen Tassen und Kappen Punktwolken zu
erstellen, die hdochstens eine 3-Kappe und eine 3-Tasse, aber keine 4-Kappe oder 4-Tasse
enthalten. Wir nennen eine solche Punktwolke 3,3-Huhn (auf Niederlandisch ,kip").

een 3,3-kip niet een 3,3-kip

Die rechte Abbildung ist kein 3,3-Huhn, weil eine 4-Tasse gebildet werden kann. Aber ein
3,3-Huhn kann man auch mit mehr als 4 Punkten machen.

a. Welches ist das 3,3-Huhn mit den meisten Punkten, das ihr erzeugen kénnt?

Im Allgemeinen ist ein k,[-Huhn eine Punktwolke mit hdchstens einer k-Kappe und einer [-
Tasse, aber keiner (k + 1)-Kappe oder (1 + 1)-Tasse.

b. Untersucht mit den Methoden aus Problem 6, welches die gréBte Punktwolke ist,
die ihr ohne ein konvexes Siebeneck erstellen kénnt.
Tipp: Es geht sicher auch mit mehr als 25 Punkten. Ihr kénnt die App hier wieder
benutzen.

Zur Erinnerung: C(n) bezeichnet die kleinste Anzahl von Punkten in einer guten
Punktwolke, so dass es immer eine Menge von n Punkten gibt, die ein konvexes n-Eck
bilden.

c. Koénnt ihr eine Beziehung zwischen n und C(n) finden? Hier geht es nicht um eure
Hypothese, sondern darum, wie ihr darauf gekommen seid.
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UNTERSUCHUNG 3 (LEERE KONVEXE POLYGONE)

In einer guten Punktwolke ist ein Polygon /leer, wenn sich keine Punkte innerhalb des
Polygons befinden.

Leeres Vieleck

Nicht-leeres
Vieleck

Wir kdénnen die zentrale Frage, die wir vorhin gestellt haben, ein wenig anpassen:

Ausgehend von welcher Anzahl von Punkten enthélt jede gute Punktwolke mit dieser
Anzahl von Punkten garantiert ein leeres konvexes n-Eck?

Wir bezeichnen diese kleinste Zahl mit LC(n).

a. Passt das Argument aus AUFGABE 3 an, um zu folgern, dass LC(4) = 5.

b. Forschungsfrage: Was ist LC(5)? Oder: Was ist die kleinste Anzahl von Punkten in
einer guten Punktwolke, in der es immer eine Menge von finf Punkte gibt, die ein
leeres konvexes Finfeck bilden? Unterbaut eure Antwort mit Argumenten.
Hinweis: LC(5) # 9.

UNTERSUCHUNG 4 (KONVEXE SECHSECKE)

Bei wie vielen Punkten in einer guten Punktwolke erhalten wir garantiert ein konvexes
Sechseck? In AUFGABE 6, Teil e, habt ihr eine untere Schranke von C(6) gefunden. Kénnt
ihr auch folgern, dass dies eine obere Schranke ist, oder dass man mit mehr Punkten
garantiert ein konvexes Sechseck bilden kann? Wie weit kommt man, wenn man auf die
gleiche Weise wie in AUFGABE 5 mit konvexen Flinfecken argumentiert?
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