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EINLEITUNG

UBER DIE AUFGABEN

Manche Spiele und Ratsel lassen sich in zwei Satzen erkldaren und doch verbergen sich dahinter ganze
Welten. Heute werdet ihr euch mit Folgendem auseinandersetzen: Auf einem Feld, bestehend aus
Kastchen, befinden sich Spielsteine (Ziegenbdcke), die Gbereinander springen kdnnen (Bocksprung).
Wie weit kdnnen die Bocke in einen bestimmten zuvor leeren Bereich vordringen? Wir hoffen, dass
ihr selbst die unerwartetsten und kreativsten Bockspriinge nicht scheut und am Ende zu grof3artigen
Ergebnissen gelangt, die ihr fundiert begriindet!

ZUM TAGESABLAUF

Die Aufgaben des Mathematik-B-Tags sind aus Einfiihrungsaufgaben und zusétzlichen, vertiefenden
Aufgaben zusammengesetzt. Anders als im normalen Mathematikunterricht musst ihr nicht alle
Aufgaben l6sen. Die Schwierigkeit der Aufgaben variiert zwischen leicht und schwer. Es ist normal,
dass ihr nicht alle Aufgaben I6sen werdet. Versucht bitte trotzdem, in eurer Ausarbeitung zu zeigen,
was ihr probiert habt und wie weit ihr gekommen seid. Nachdem ihr geniigend viel Zeit mit den
Einfihrungsaufgaben verbracht habt, solltet ihr eine oder mehrere der weiterfiilhrenden Aufgaben
auswahlen, um das Thema zu vertiefen. Mit dem erfolgreichen Losen der vertiefenden Aufgaben kann
sich euer Team besonders auszeichnen.

TEAMARBEIT

Das Besondere am Mathematik-B-Tag ist, dass ihr gemeinsam in Teams Mathematik betreibt. Es kann
daher sinnvoll sein, einen Zeitplan fir den Tag zu machen und die Aufgaben untereinander
aufzuteilen. Nutzt dabei die verschiedenen Starken eurer Teammitglieder. Gebt allen die Méglichkeit,
Ideen und Ausarbeitungen einzubringen. |hr kdnnt entweder zeitgleich an verschiedenen Aufgaben
arbeiten oder euch zusammen ein Problem anschauen und dieses diskutieren, um zu einer
gemeinsamen Losung zu gelangen. Bei einigen Aufgaben ist es sinnvoll, verschiedene Beispiele zu
betrachten, was ebenfalls gut im Team aufgeteilt werden kann.

HILFSMITTEL

Flr die Bearbeitung benétigt ihr heute: einen Stift, farbige Stifte oder Buntstifte, ausreichend kariertes
Papier, die Aufgabenstellung und einen Computer oder Laptop, an welchem ihr eure Ausarbeitung
verfassen konnt. Wir mochten euch davon abraten, das Internet zu benutzen. Solltet ihr dennoch
Online-Quellen nutzen, misst ihr die entsprechenden Quellen angeben (URL). Die einzige Ausnahme
stellen die Links zu den Spielbrettern dar, die wir in diesem Dokument zur Verfligung stellen. Die
Verwendung von ChatGPT oder vergleichbarer Software ist nicht zulassig.

WAS MUSST IHR ABGEBEN?
Im Laufe des Tages erstellt ihr einen Bericht in digitaler Form. Beginnt nicht zu spat, damit ihr diesen

um 15 Uhr einreichen kénnt. In eurer Ausarbeitung beschreibt ihr eure Uberlegungen und Ergebnisse
zu den einzelnen Aufgaben. Formuliert eure Losungen liberzeugend und deutlich in eigenen Worten.



Wir freuen uns Gber gut geschriebene, genaue, vollstdandige, sorgfaltig formulierte und insbesondere
auch originelle und kreative Berichte.

Achtet bitte insbesondere darauf, die Arbeit als ein Gesamtdokument (bitte nicht in mehrere
Dateien aufgeteilt) im pdf-Format (max. 8 MB) abzugeben. Um eine groRtmagliche Objektivitat bei
der Korrektur zu gewahrleisten, erwahnt bitte eure Namen und den Namen der Schule nicht in eurer
Arbeit.

Tipps zum Schreiben und zur Form des Berichts:

- Es kann sinnvoll sein, mit dem Schreiben von Teilen der Ausarbeitung bereits am Morgen zu
beginnen.

- Formuliert so verstandlich, dass jemand, der nicht am Mathematik-B-Tag teilgenommen hat
(aber genligend Mathematik beherrscht), euren Text verstehen kann, ohne dass er oder sie
die Aufgaben gelesen hat. Das bedeutet, dass ihr Antworten ausformulieren musst und ihr
nicht auf den Aufgabentext zuriickverweisen kénnt.

- Erforschungen und Begriindungen sind das Herzstiick des Mathematik-B-Tages. Wenn ihr
Begriindungen und Erlauterungen einbringt, versucht, diese so oft wie moglich mit
mathematischen Argumenten zu unterstiitzen. Je genauer und detaillierter eure
Argumentation ist, desto besser. Wenn ihr an einem Sachverhalt noch Zweifel habt, kénnt ihr
dies in eurer Ausarbeitung wie folgt angeben: ,Wir vermuten, dass ...“. Das kann ebenfalls
sehr wertvoll sein.

- Verwendet Abbildungen, um eure Ideen zu verdeutlichen. Nutzt hier zum Beispiel Bilder von
Zeichnungen, die ihr gemacht habt, indem ihr Screenshots oder Fotos von Abbildungen in euer
Dokument einfligt.

Sowohl der mathematische Gehalt eurer Ausarbeitungen als auch die Qualitat der Darstellung sind bei
der Beurteilung ausschlaggebend!

Viel SpaR und Erfolg bei der Bearbeitung der Aufgabe!



EINFUHRUNGSAUFGABEN

Heute werdet ihr euch mit Varianten des folgenden Solospiels beschaftigen. Die erste
Variante des Spiels wird auf einem Brett mit quadratischen Feldern gespielt. Ein Feld kann
mit einem runden Spielstein (einem Ziegenbock) besetzt sein oder nicht. Das ergibt eine
Anordnung von Boécken, wie sie in der folgenden Abbildung dargestellt ist:

Der einzig zuldssige Zug ist der Bocksprung: ein Sprung eines Bocks liber genau einen
Bock, horizontal oder vertikal neben ihm. Der Bock muss auf einem leeren Feld direkt
neben dem Bock landen, Uber den er springt. Er kann also nach links, rechts, unten oder
oben springen. Diagonales Springen ist nicht erlaubt. Der Bock, (iber den gesprungen wird,
wird anschlieBend vom Spielfeld entfernt. Wir betrachten ein Beispiel: Der Bock unten
rechts springt Uber den Bock, der sich direkt Gber ihm befindet, und landet zwei Felder
Uber seinem Startfeld. Nun ist ein Bock weniger im Spiel.

Der nachste Zug kdnnte sein: Der linke Bock springt Giber den rechten Bock hinweg und
landet zwei Felder weiter rechts.
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Zu Beginn des Spiels dirfen einige Bocke in die weiBBen Felder gesetzt werden. Wir nennen
dies die Startaufstellung. Danach dirfen nur noch Bockspriinge gemacht werden. Es
kommen keine weiteren Bdcke hinzu. Das Ziel ist es, so weit wie moéglich in den grauen
Bereich vorzudringen. Ihr durft auf das folgende Online-Spielbrett zurtickgreifen:
https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29271/Bokkensprong.html (verkleinert
bei Bedarf die Ansicht, um das gesamte Spielbrett und die Reset-Taste zu sehen).



https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29271/Bokkensprong.html

AUFGABE 1
Betrachtet die Startaufstellung in der folgenden Abbildung.

a. Uberprift, ob es mdglich ist, bis zur zweiten grauen Reihe vorzudringen.

b. Uberlegt, warum aus einer Startaufstellung, bestehend aus drei Bdcken, nicht
weiter als bis zur ersten grauen Reihe gelangt werden kann.

Die sich anschlieBende Frage ist natirlich, ob auch die dritte Reihe erreicht werden kann
und wenn ja, mit wie vielen Spriingen und mit welcher Startaufstellung. Es ware moglich
einfach auszuprobieren, aber es gibt auch einen intelligenteren Ansatz. Ihr wisst
mittlerweile, dass mit der oben abgebildeten Startaufstellung in die zweite graue Reihe
gesprungen werden kann. Wenn ihr nach einigen Spriingen daflir sorgen kénnt, dass die
Bbcke so platziert sind, wie in der folgenden Abbildung zu sehen, solltet ihr die dritte Reihe
erreichen kénnen.

Die Frage ist nur: Wie kann eine Startaufstellung erstellt werden, sodass das Spielfeld
nach einigen Spriingen so aussieht wie oben beschrieben?

AUFGABE 2
a. Findet eine solche Startaufstellung.!

Die Herausforderung heute besteht nicht nur darin, so weit wie mdglich zu kommen,
sondern auch darin, dabei so wenig Bockspriinge wie moglich auszufihren.

L Thr kénnt im Bericht mit Pfeilen und Zwischenstanden des Spielbretts zeigen, welche
Springe erforderlich sind, um anschlieBend in die dritte Reihe zu gelangen.



b. Findet eine Startaufstellung, die mit mdglichst wenigen Spriingen die dritte Reihe
erreicht. Erlautert, wie ihr zu diesem Ergebnis gekommen seid. Ihr misst noch
nicht begriinden, dass es wirklich nicht mit weniger Springen geht (dies kommt
spater). Aber Achtung: Vielleicht war eure Losung aus Teil a bereits eine minimale
Lésung, dann musst ihr hier nichts weiter tun.

Es scheint sogar mdglich zu sein, die vierte Reihe zu erreichen, wenn eine andere
Startaufstellung gewahlt wird.

c. Findet eine Startaufstellung, die mit moéglichst wenigen Spriingen die vierte Reihe
erreicht. Erldautert, warum ihr zu diesem Ergebnis gekommen seid. Mdglicherweise
bendtigt ihr hierzu ein etwas gréBeres Feld, wie unten dargestellt. Auch hier gilt:
Ihr misst noch nicht begriinden, dass es wirklich keinen schnelleren Weg gibt.

Die flnfte Reihe ist unerreichbar. Wir werden euch also auch nicht auffordern zu
versuchen, diese zu erreichen, denn das ware Zeitverschwendung. Stattdessen werden
wir in der folgenden Aufgabe Schritt flir Schritt eine Argumentation entwickeln, um die
Unerreichbarkeit der flinften Zeile zu zeigen. Versucht, dieser aufmerksam zu folgen, denn
eine ahnliche Argumentation kann madglicherweise bei euren eigenen Untersuchungen
hilfreich sein.

Einschub: Die Fibonacci-Folge

Eine zentrale Rolle in der Argumentation spielt die Fibonacci-Folge:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ... Wie ihr wahrscheinlich bereits
gemerkt habt, ergibt sich die jeweils nachste Zahl in der Folge
(auBer natiirlich bei den ersten beiden Folgegliedern) aus der
Summe ihrer beiden Vorganger.

Ihr kénnt die Zahlen aus der Fibonacci-Folge verwenden, um auf clevere Weise zu zeigen,
dass ihr mit sieben Bécken niemals die dritte Reihe erreichen kénnt. Wir behaupten, dass
ihr mit der folgenden Startaufstellung das dunkelgraue Feld nicht erreichen kénnt.



Das koénnen wir mit dem sogenannten Fibonacci-Dreieck (F-Dreieck) nachprifen. Ein
Beispiel flir ein solches F-Dreieck seht ihr in der Abbildung unten. In einem solchen F-
Dreieck enthalt jede Spalte eine Fibonacci-Folge, aber mit jedem Schritt weg von der
mittleren Spalte beginnt diese Folge ein Feld héher. Platziert die Dreiecke immer so, dass
die Startaufstellung vollstédndig innerhalb dieses Dreiecks liegt, und auch so, dass die
Bdcke mit den mdglichen Bockspringen nicht aus diesem herausspringen kénnen. Die
Spitze eines F-Dreiecks muss nicht unbedingt im Feld liegen. Ein Teil des Dreiecks darf
also auch auBerhalb des Feldes liegen.

1 2 3 5 8 13 21 13 8 5 3 2 1
1 1 2 3 5 8 13 8 5 3 2 1 1
1 1 2 3 5 8 5 3 2 1 1

Das Gewicht einer Anordnung von Bdcken in Bezug auf ein ausgewdhltes F-Dreieck ist die
Summe der Zahlen in den Feldern, in denen sich die Bocke befinden. Im Beispiel also:

2+2+3+2+3+5+3=20.

Vergleicht das Gewicht der Anordnungen vor und nach einem Bocksprung. Was féllt euch
auf?



AUFGABE 3

Begriindet, warum mit einem Sprung das Gewicht einer Anordnung nur kleiner werden
oder gleichbleiben kann (nicht nur fir die Anordnung im Beispiel, sondern fir alle
moglichen Anordnungen).

Daraus folgt unmittelbar, dass mit der Startaufstellung im obigen Beispiel das Zielfeld
niemals erreicht werden kann. Das Gewicht der Startaufstellung betrédgt namlich 20,
wahrend das Gewicht bei einer Anordnung mit einem Bock auf dem Zielfeld mindestens
21 betragen muss.

Bei einer gegebenen Startaufstellung sind mehrere F-Dreiecke méglich. Fir den weiteren
Verlauf spielt es keine Rolle, welches F-Dreieck wir nehmen, solange es die oben
genannten Bedingungen erfillt. Uberpriift selbst, ob die gerade eingesetzte Argumentation
auch funktioniert, wenn ihr das F-Dreieck um ein Feld nach oben oder um ein Feld nach
unten verschiebt, mit dem einzigen Unterschied, dass sich die Gewichte unterscheiden.

Wir wollen diese Art der Argumentation noch ein wenig lben, da sie im weiteren Verlauf
der Aufgabe noch nitzlich sein kann.

Mit der folgenden Startaufstellung kéonnt ihr das Zielfeld nicht erreichen. Das kénnt ihr
ganz einfach durch Ausprobieren herausfinden (probiert dies), aber ihr kdnnt es auch mit
F-Dreiecken nachweisen. Wir platzieren das F-Dreieck wie unten gezeigt. Rechnet selbst
nach, dass es nicht méglich ist, das Zielfeld zu erreichen. Uberpriift, ob dies auch gilt,
wenn ihr das Dreieck ein Feld héher oder tiefer platziert.

2 3 5 8 13 21

1 2 3 5 8 @

w
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21 13 8 5 3 1

13 8 5 3 2 1
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1 1 2 3 3 2 1 1
1 1 2 2 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1

Es scheint so, als wadre es mit keiner Startaufstellung von sieben Bécken méglich, die dritte
Reihe zu erreichen.



AUFGABE 4
Gebt eine vollstandige Begriindung an, warum mit sieben Bdcken niemals die dritte Reihe
erreicht werden kann.

AUFGABE 5
a. Gebt eine vollstandige Begriindung an, warum mit 17 Bdcken die vierte Reihe
niemals erreicht werden kann.
b. Koénnt ihr die Begrindung auf 18, 19, ... Bocke ausweiten?

Wie bereits angekiindigt, ist es unmadglich, die flinfte Reihe zu erreichen, egal wie viele
Bocke ihr verwendet! Der entscheidende Grund dafir ist, dass unabhdngig von der
Anordnung des Fibonacci-Dreiecks, die Summe der Zahlen in den weien Feldern immer
kleiner ist als die Zahl im Zielfeld in der flinften Reihe. Um dies zu begriinden, bendétigen
wir eine besondere Eigenschaft der Fibonacci-Folge.

Eine besondere Eigenschaft der Fibonacci-Folge.
Schaut euch einmal die Zahlen an, die ihr erhaltet, wenn ihr die Summe der Folgenglieder
betrachtet.

1=1
1+41=2
1+1+2=4

1+1+2+3=7
1+1+2+3+5=12
1+1+2+3+5+8=20

Es fallt auf: Die Summe der ersten vier Fibonacci-Zahlen entspricht der sechsten
Fibonacci-Zahl minus 1. Die Summe der ersten finf Fibonacci-Zahlen entspricht der
siebten Fibonacci-Zahl minus 1 und so weiter.

AUFGABE 6
Begriindet, warum die Summe der ersten n Fibonacci-Zahlen gleich der (n+2)-ten
Fibonacci-Zahl minus 1 ist.

Auch wenn ihr diese Aufgabe nicht I6sen konntet, dirft ihr diese Eigenschaft im Folgenden
verwenden.

AUFGABE 7

Gebt eine vollstandige Begriindung dafiir, warum mit keiner (endlichen) Startaufstellung
die finfte Reihe erreicht werden kann.



VERTIEFENDE AUFGABEN: EIGENE FORSCHUNG

Wir laden euch nun ein, eines (oder mehrere) der unten aufgefiihrten Themen
durchzuarbeiten, um eigene Forschungen durchzufihren.

Zur Erinnerung: Euer Forschungsbericht besteht aus einer Einleitung auf Grundlage eurer
Ergebnisse zu den Basisaufgaben. AnschlieBend beschreibt ihr eure Vorgehensweise und
eure Ergebnisse zu mindestens einer der Untersuchungen, die ihr aus den folgenden
Optionen auswahlen kénnt.

Bei der Untersuchung kénnt ihr euch dieselben Fragen stellen wie bei den Aufgaben zuvor:

¢ Wie viele Bbcke sind notwendig, um die 2., 3., 4. usw. Reihe zu erreichen? Wie
sieht die zugehorige Startaufstellung aus? Ist diese eindeutig oder gibt es
verschiedene Mdglichkeiten?

e Wie kénnt ihr beweisen, dass es mit weniger Bécken nicht maoglich ist?

e Welche Reihe kdnnt ihr mit einer bestimmten Anzahl von Bdcken oder unabhéangig
von der Anzahl der Bécke niemals erreichen? Wie kénnt ihr dies beweisen?

FORSCHUNG 1

Ein Bocksprung erfolgt nun nicht mehr ber einen, sondern horizontal oder vertikal tber
zwei Bocke.

(0]
0|0 0]
0|0 0]
0]

FORSCHUNG 2
Ein Sprung geht nur diagonal (also nicht mehr horizontal oder vertikal) in vier Richtungen.
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FORSCHUNG 3
Das Gitter ist sechseckig und ein Bocksprung kann in sechs Richtungen erfolgen:

Ihr kénnt hierfir auf das folgende Online-Spielbrett zurtickgreifen:
https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29271/hex bokkensprong.html. Beachtet
den Unterstrich ,,_" zwischen ,hex"™ und ,bokkensprong". Verkleinert, falls erforderlich, die
Ansicht, um das gesamte Spielbrett und die Reset-Taste zu sehen.

FREIE FORSCHUNG
Uberlegt euch eigene Varianten des Spiels und untersucht diese auf &hnliche Weise.

Bitte beachtet, dass der Einsatz von Gewichten zur Berechnung, ob eine bestimmte Reihe
mit einer bestimmten Anzahl von Bdcken erreicht werden kann, sehr hilfreich sein kann,
aber in der Argumentation nicht immer ,das letzte Wort" hat.

Ein Beispiel ist die folgende fiktive Variante: Angenommen, das Beste, was ihr mit
Gewichten nachweisen konnt, ist, dass mit 23 Bdcken die sechste Reihe nicht erreicht
werden kann. Angenommen, ihr habt eine Startaufstellung gefunden, bei der ihr mit 25
Bdcken die sechste Reihe erreichen kdnnt. Dann sind zwei Falle denkbar: Es kann mit 24
Bocken funktionieren oder auch nicht. Wenn hier die Methode mit den Gewichten nicht
funktioniert, kdnnt ihr natlrlich auch versuchen, eine andere Argumentationsmethode zu
finden, auch wenn sich diese moéglicherweise stark von der Methode mit den Gewichten
unterscheidet.
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https://www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/29271/hex_bokkensprong.html

